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Аннотация. Рассматривается задача управления по минимаксному критерию
для сингулярно возмущенной системы с запаздыванием по фазовым перемен-
ным при неопределенных начальных условиях и геометрических ограничени-
ях на ресурсы управления. Предлагается процедура построения управляющего
воздействия, аппроксимирующего оптимальное решение с заданной степенью
точности относительно малого положительного параметра.
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Введение

В данной работе рассматриваются динамические объекты, математическими моде-
лями которых являются сингулярно возмущенные системы с постоянным запаздыва-
нием по фазовым переменным. Рассматривается задача управления по минимаксному
критерию в постановке [1, 2] для сингулярно возмущенных систем с запаздыванием
по фазовым переменным при неопределенных начальных условиях и геометрических
ограничениях на управляющие воздействия. Терминальный функционал качества за-
висит как от быстрых, так и от медленных переменных. В основе предлагаемого метода
лежат идеи выделения асимптотики ансамбля траекторий сингулярно возмущенной си-
стемы, предложенные А. Г. Кремлёвым в работе [3], но при отсутствии запаздывания и
представления фундаментальной матрицы решений, разбитой на блоки в соответствии
с размерностями быстрых и медленных переменных, в виде равномерно сходящейся
последовательности. Оптимальное решение аппроксимируется с любой заданной точ-
ностью (относительного малого параметра), при этом не требуется чрезмерных усло-
вий гладкости (дифференцируемость не выше первого порядка), ограничений на класс
допустимых управлений.
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1. Основные понятия

Рассматривается управляемая сингулярно возмущенная система (с малым парамет-
ром µ > 0 ) с запаздыванием h > 0 (по состоянию):

dx(t)/dt = A11(t)x(t) + A12(t)y(t) +G11(t)x(t− h) + µG12(t)y(t− h) + B1(t)u(t),

µdy(t)/dt = A21(t)x(t) + A22(t)y(t) +G21(t)x(t− h) + µG22(t)y(t− h) +B2(t)u(t),
(1)

где t ∈ T = [t0, t1]; x ∈ Rn, y ∈ Rm; Aij, Bi, Gij, i, j = 1, 2 — матрицы со-
ответствующих размеров с непрерывными элементами. Начальное состояние системы
x(t) = ψx(t), t0 − h ≤ t < t0, x(t0) = x0, y(t) = ψy(t), t0 − h ≤ t < t0, y(t0) = y0 точно
неизвестно, и заданы лишь ограничения x0 ∈ X0, y0 ∈ Y0, где X0, Y0 — выпуклые
компакты в соответствующих пространствах, ψx(t) ∈ Ψx(t), ψy(t) ∈ Ψy(t),

t0 − h ≤ t < t0, Ψx(t), Ψy(t) — заданные многозначные отображения со значениями в
виде выпуклых компактов (в Rn, Rm ), непрерывные по t в метрике Хаусдорфа. Реа-
лизации управления u(t), t ∈ T — измеримые по Лебегу функции, удовлетворяющие
условию u(·) ∈ P, P — слабо компактное выпуклое множество в Lr2(T ). В данном
случае

P = {u(·) | u(t) ∈ P (t), t ∈ T},

где P (t) — заданное непрерывное, ограниченное, выпуклое многозначное отображение.
Будем предполагать выполненным следующее условие.

У с л о в и е 1. Корни λs(t) характеристического уравнения∣∣A22(t)− µλEm + µG22(t)e
−λh

∣∣ = 0, где Em — единичная m ×m матрица, удовлетво-
ряют неравенству: Reλs(t) < −2c < 0, при t ∈ T, c = const > 0.

Рассматривается минимаксная задача управления [1, 2]: среди управлений u(·) ∈ P

найти оптимальное u0 = u0(·), доставляющее

ε0(t1, µ) = J(u0) = min
u(·)∈P

J(u(·)), (2)

J(u(·)) = max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

φ(z(t1;u(·), z0, ψ(·))),

где φ(·) заданная выпуклая функция (с конечными значениями); z′ = (x′, y′),

ψ′ = (ψ′
x, ψ

′
y), z(t, u(·), z0, ψ(·)), t ∈ T — решение системы (1), исходящее из Z0 = X0×Y0

при некотором ψ(·) ∈ Ψ(·), Ψ = Ψx ×Ψy и фиксированном u(·) ∈ P.

Пусть Z[t, τ ] есть фундаментальная матрица решений системы (1) ( u ≡ 0 )
Z[τ, τ ] = En+m, Z[t, τ ] = 0 при τ > t.

Матрицу Z[t, τ ] представим в следующем блочном виде:

Z[t, τ ] =

(
Z11[t, τ ] Z12[t, τ ]

Z21[t, τ ] Z22[t, τ ]

)
,

здесь Z11[t, τ ], Z12[t, τ ], Z21[t, τ ], Z22[t, τ ] — матрицы с размерами соответственно n×n,
n×m, m× n, m×m.
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2. Основные результаты

Для реализации итерационной процедуры [4] построения оптимального решения за-
дачи (2) важно правильно выбрать начальную асимптотику.

В [4] приведены рекуррентные формулы для вычисления блоков Z
(k)
ij [t, τ ]

(i, j = 1, 2), k = 0, 1, 2, . . . , определяющих асимптотику матрицы Z[t, τ ] относительно
малого параметра µ > 0 :

Z
(k+1)
11 [t, τ ] = X[t, τ ]−

t∫
τ

(dZ
(0)
12 [t, s]/ds)A

−1
22 (s)(A21(s)Z

(k)
11 [s, τ ] +G21(s)Z

(k)
11 [s− h, τ ])ds;

Z
(k+1)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ] +

t∫
τ

Z
(k)
21 [t, s](A12(s)Y [s, τ ] + µG12(s)Y [s− h, τ ])ds;

Z
(k)
12 [t, τ ] =

t∫
τ

Z
(k)
11 [t, s](A12(s)Y [s, τ ] + µG12(s)Y [s− h, τ ])ds;

Z
(k)
21 [t, τ ] = (1/µ)

t∫
τ

Y [t, s](A21(s)Z
(k)
11 [s, τ ] +G21(s)Z

(k)
11 [s− h, τ ])ds;

предполагается существование A−1
22 (t) ; причем Z

(0)
11 [t, τ ] = X[t, τ ], Z

(0)
22 [t, τ ] = Y [t, τ ], где

X[t, τ ] — фундаментальная матрица решений вырожденной системы (система (1) при
µ = 0 ), X[τ, τ ] = En, X[t, τ ] = 0, при τ > t, Y [t, τ ] — фундаментальная матрица
решений системы
µdy/dt = A22(t)y(t) + µG22(t)y(t− h), Y [t, τ ] = 0, при τ > t, Y [τ, τ ] = Em.

Вычисляя в соответствии с [4] при 0 < µ ≤ µ0, µ0 достаточно мало, имеем:

ε0(t1) = ε(k)(t1) + O(µk+1),

ε(k)(t1) = max{χ(k)(p, q) | p ∈ Rn, q ∈ Rm} = χ(k)(p(k), q(k)), (3)

χ(k)(p, q) = −h∗∗(k)(p, q)−
t1−αk(µ)∫

t0

ρ(−r(k)1 (τ, t1, p, q) | P (τ))dτ−

−
αk(µ)/µ∫

0

ρ(−r(k)2 (s, t1, p, q) | V (s))ds, V (s) = P (t1 − µs),

где αk(µ) > 0 : αk(µ) = o(1), αk(µ)/µ → +∞ при µ → +0, причем функции
r
(k)

i (τ, t1, p, q), i = 1, 2, определяются следующим образом: при t0 ≤ τ ≤ t ≤ t1 − αk(µ)

r
(k)

1 (τ, t1, p, q) = (p′Z
(k)
11 [t1, τ ] +

αk(µ)/µ∫
0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs, τ ]+

+G21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs− h, τ ])ds)B0(τ)−

− d
dτ
(p′Z

(k−1)
12 [t1, τ ] +

αk(µ)/µ∫
0

q′Φ[t1, s]A21(t1 − µs)Z
(k−1)
12 [t1 − µs, τ ]ds)A−1

22 (τ)B2(τ),

при 0 ≤ s < αk(µ)/µ

r
(k)
2 (s, t1, p, q) = [q′Φ[t1, s] +

d
ds
(p′Z

(k−1)
12 [t1, t1 − µs]+

+
s∫
0

q′Φ[t1, σ]A21(t1 − µσ)Z
(k−1)
12 [t1 − µσ, t1 − µs]dσ)A−1

22 (t1 − µs)]B2(t1 − µs) + µξ(p, q, µ),

здесь Φ[t1, s] = Y [t1, t1 − µs], ξ(p, q, µ) = O(µk+1),

h(k)(p, q) = φ∗(p, q)− ρ(p′Z
(k)
11 [t1, t0] +

αk(µ)/µ∫
0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs, t0]+
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+G21(t1 − µs)Z
(k)
11 [t1 − µs− h, t0])ds | X0)− ρ(p′Z

(k)
12 [t1, t0]+

+
αk(µ)/µ∫

0

q′Φ[t1, s](A21(t1 − µs)Z
(k)
12 [t1 − µs, t0]+G21(t1 − µs)Z

(k)
12 [t1 − µs− h, t0])ds | Y0)−

−
t0+h∫
t0

ρ(r
(k)
hx

(τ, t1, p, q)|Ψx(τ − h))dτ −
t0+h∫
t0

ρ(r
(k)
hy

(τ, t1, p, q)|Ψy(τ − h))dτ ,

r
(k)
hx

(τ, t, p, q) = (p′Z
(k)
11 [t, τ ] + q′Z

(k)
21 [t, τ ])G0(τ)−

− d
dτ
(p′Z

(k−1)
12 [t, τ ] + (1/µ)

t0+h∫
τ

q′Y [t, s]A21(s)Z
(k−1)
12 [s, τ ]ds)A−1

22 (τ)G21(τ);

r
(k)
hy

(τ, t, p, q) = (p′Z
(k)
11 [t, τ ] + q′Z

(k)
21 [t, τ ])µG12(τ) + (p′Z

(k)
12 [t, τ ] + q′Z

(k)
22 [t, τ ])G22(τ);

φ∗(p, q) — функция, сопряженная к φ(p, q) ; h∗∗(p, q) = (co h)(p, q) — замыкание вы-
пуклой оболочки функции h(p, q) ; ρ(q|X) — опорная функция множества X на эле-
менте q.

Рассмотрим управляющее воздействие u
(k)
µ (·) :

u(k)µ (τ) =

{
u(k)(τ), t0 ≤ τ ≤ t1 − αk(µ),

v(k)((t1 − τ)/µ), t1 − αk(µ) < τ ≤ t1,

u(k)(·), v(k)(·) определяются условиями:
при почти всех τ ∈ [t0, t1 − αk(µ)], s ∈ [0, αk(µ)/µ)

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k))u(k)(τ) = min
u(τ)∈P (τ)

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k))u(τ),

r
(k)
2 (s, t1, p

(k), q(k))v(k)(s) = min
v(s)∈V (s)

r
(k)
2 (s, t1, p

(k), q(k))v(s).

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1. Вырожденная система относительно управляема на T (определение см. [5]);
2. Для любого t ∈ T rank{B2(t1), A22(t1)B2(t1), ..., A

m−1
22 (t1)B2(t1)} = m;

3. Максимум в (3) достигается на векторе ( l(k))′ = (p(k)
′
, q(k)

′
) таком, что

r
(k)
1 (τ, t1, p

(k), q(k)) ̸= 0, q(k) ̸= 0.

Тогда задача (2) разрешима, причем при 0 < µ ≤ µ0, µ0 достаточно мало, управля-
ющее воздействие u

(k)
µ (·) доставляет оценку

ε0(t1) = J(u0(·)) = J(u(k)µ (·)) + O(µk+1).
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TO THE ITERATIVE METHOD OF CONSTRUCTING OPTIMAL
CONTROL OF A SINGULARLY PERTURBED SYSTEM WITH DELAY

WITH GEOMETRIC CONSTRAINTS
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Abstract. The control problem for the singularly perturbed system with delay with
indeterminate initial conditions and geometric constraints on the control resources
according to the minimax criterion is considered. Procedure of constructing control
response that approximates the optimal solution with given accuracy with respect
to a small positive parameter is proposed.
Keywords: singularly perturbed system with delay; optimal control; fundamental
matrix.
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